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由测高大地水准面密合平面拟合法确定垂线偏差
关
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摘要 提出了一种利用卫 星测高资料计算海洋垂线偏差的新方法
,

用 以提 高由卫 星测高资料解

算海洋垂线偏差和重力异常的分辨率
.

首先
,

从卫 星测高平均海平 面高数据 中扣除海面地 形的影

响
,

得到测高大地水准面
,

再将数据换算到 由参考椭球 的密切平面和参考椭球法线组成 的直角坐

标系 中
.

然后
,

根据最小二乘原理 拟合 网格 区域内大地水准面 的密合平 面
,

进而确定 出该区域垂

线偏差东西分量和南北分量的平均值
.

最后
,

通过在南海 区域的仿真试验分析
,

方法计算的垂 线

偏差东西分量和南北分量的精度分别为 士 0
.

8 9’’ 和 士 0
.

8 4’’
,

与其他方法计算的精度相 当
.

关键词 卫星测高 垂线偏差 密合平面 最小二乘原理

随着卫星测高技术的发展
,

多颗测高卫星的数

据被用于联 合求解 高分辨率 的海 洋重力 异常
.

例

如
,

S a n d w e ll 和 H w a n g 等利用 G e o s a t / G M 及 E R S x

数据分别解算了 2
’

x Z
`

全球海洋重力异常 [’
,

2 ]
,

王

海瑛等利用 G eo as t/ G M
,

E R SI 及 T / P 三颗测高卫

星的数据解算了中国南海 区域 2
’

x Z
`

重 力异常 3[]
,

李建成等利用 G eo sa t/ G M
,

E R SZ 和 T / P 数据解算

了中国近海 2
.

5
’

x 2
.

5
’

重力异常 [’]
.

他们都采用 由

多颗测高卫星地面轨迹交叠点推算垂线偏差值
,

再

由此推求重力异常的解算方法
,

即所谓的垂线偏差

方法
.

经分析比较
,

认 为这种方法是 目前由卫星测

高数据反演高分辨率海洋重力异常的最佳方法 〔5」

然而
,

由于垂线偏差的计算值仅局限于卫星轨迹的

交叠点处
,

而 目前我们所能得到的交叠点的密度终

究有限
,

这就限制 了推求更高分辨率的重力异常的

解算
.

因此
,

改进垂线偏 差的解算方法 尤为重要
.

目前由卫星测高数据解算海洋垂线偏差主要采用差

分法 0[, 7〕
、

沿 测 高轨 迹 的 时 间 导 数 法 与矢 量 积

法 〔̀ 一 4
,

“
,

9 ]
.

前者使用网格点上的值计算
,

其前提是

首先 要获得 网格 化的 平均 海平 面高 (或大地 水 准

面 )
,

这对于 目前的测高数据仍有一定难度 ; 后 者

均需要有轨迹交叠点才能解算
.

本文提出网格区域的
“

大地水准面密合平面拟

合法
” ,

利用网格区域的所有测高卫星轨迹有效数据

计算垂线偏差
,

旨在充分利用卫星测高数据提高垂线

偏差计算的分辨率
,

实现高分辨率重力异常的解算
.

1 基本原理与方法

首先
,

将所选区域沿子午圈和平行圈划分成网

格
.

然后
,

在每个 网格 内
,

以网格左下点为原 点
,

由平行圈
、

子午圈和参考椭球外法线组成曲线坐标

系
.

数据点到原点沿平行圈方向的弧长为
u l 坐标

,

数据点到原点沿子午圈方 向的弧 长为
u : 坐标

,

平

均海面高为
u : 坐标

.

由于我们使用的观测数据是以大地坐标形式存储

的
.

为了解算方便
,

需要将经过预处理的数据转换到

直角坐标系中
.

如图 1所示
,

以网格左下点为切点
,

作参考椭球的密切平面
,

在密切平面内
,

以子午圈在

密切平面上 的投影为 x 轴
,

以平行圈在密切平面上

的投影为 y 轴
.

以参考椭球外法线方向为
z
轴

.

在此直角坐标系中
,

数据点的 x 坐标为原曲线

坐标系中
u ,
沿外法线在 x 轴上的投影

,
y 坐标为

原曲线坐标系
u :
沿外法线在 y 轴上的投影

, : 坐标

保持不变
.

近似转换关 系式为
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子午 圈

算的分辨率 )
,

用拟合平面的内法 线方 向表 示大地

水准面的法线方向
,

进而垂线偏差两个分量可分别

用式子
a r e t a n ( 一 A / C )和 a r e t a n ( 一 B / C )来表 示

.

定义 d
。

为第
n
个 离散数据 点到拟合平面的垂

直距离
,

实践上即为该点的拟合平面与大地水准面

的差异
.

由最小二乘原理
,

可以用 艺 d 己来衡量数

据点与拟合平面的接近程度
.

在解析几何中
,

网格方块 内第
n
个离散数据点

到拟合平面的垂直距离 d
。

的表达式为

A x + B , +

了A “ + B Z

C z + 1

+ C Z

图 1 网格坐标系转换

其中 R 。 为原点 到地心距 离
,

( 沪。 ,

几。 ,

h )为

原点的大地坐标
,

( 沪
,

劝为数据点的纬度和经度
.

在直 角 坐 标 系 中
,

平 面 的一 般 方 程 式 为
:

A x +
场

+ cz 十 D = 0
.

其 中 A
,

B
,

c
,

D 为常

数
.

通常 D 不为 0
,

所以我们可将拟合平面的方程

简化为
: A x +

场
+ C z + 1 = 0

·

本文的主要思想就是用拟合平面来逼近选定 网

格方块的实际大地水准面 (该网格的大小即代表了计

故有
,

艺 d 三一
艺

A x 十 B , +

A Z + B Z

C z + 1 ) 2

+ C Z

式中 N 为网格方块 内数据点的个数
.

令 f( A
,

B
,

C )

N N

=

艺武 (为表述方便以下用 艺 符号代替 艺 )
.

n 二 1 ” = 1

由最小二乘法原理 和多元 函数 极值的必要条

件
,

并约定当 N 值足够大时
,

拟合出的平面是惟一

的
,

可得拟合平面需满足的关系式

瓜 ( A
,

B
,

C ) = 0
,

无 ( A
,

B
,

C ) = 0
,

无 ( A
,

B
,

C ) = 0 ( f
’

表示求导 ) 即

BA( A Z + B Z + e Z )乙 ( A x
,

+
场

。
+

( A “ + B Z + c , )习 ( A二
,

+
场

。
+

( A , + B Z + e Z )艺 ( A x
,

+
yB

。
+

C
z 。

+ 1 )

C z ,

C z n

+ 1 )

.

工
n

=

.

y
、

= ( 1 )

+ 1 )
·

z 、
= C

·

艺 (A
二

,
+
场

。
+ zC

,
+

l)z
·

艺 ( A x
,

+
yB

,
+ e z ,

+ 1 ) 2

·

艺 ( A二
,
十
场

。
+ zC

,
+ 1)

·

化简此方程组
,

得到 3 个线性相关的方程
:

B 艺 ( A x
,

c 名 ( A汽

c 习 ( A x
,

+
场

。
+ C跳

+ 月夕
,

+ C z 。

+ B夕
,

+ zC
,

+ 1)
·

二
,

= A 艺 (A
x

。
+
场

,
+ cz

,
+ 1)

·

yn

+ 1)
·

二
。
一 A 名 (A

x
,

+
场

。
+ cz

,
+ 1)

·

二 、

十 1)
·

y
。

= B 艺 (A
x

。
+
历

,
+ cz

,
+ 1)

·

二 ,

( 2 )

这是一个三元二次方程组
,

要得到方程组的解

必须要附加约束条件
.

通常大地水准面切平面不可

能与参考椭球面垂直
,

所以 C并 0
.

另外
,

对于任一平面 ( C半 0 )
,

当我们用 A x +

场
十 Cz + D = 0 来表示该平面时

,

习 d浪取极值的

必要 条 件之 一 为 几 ( A
,

B
,

c
,

D ) = 0
,

即

A二 + B , 十 Cz + D ) 2

A Z + B Z + C Z艺a

a D 一

则有 习 ( A x +
场

十 cz 十 D )

从而有 A 艺
x

,
十 B 艺

,
。
十 c 艺

二 。
+ N 二 0

,

和

、

擎
+ 。

了丫

习 yn

N
+ C
艺

z ,

十 1 = 0
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这说明拟合出的平面必定通过网格方块内离散点的

几何中心
{互兰

生
_

皿2竺里主
卫

{
.

\ N
’

N
’

N )

并有 艺
x二= 0

,

名
y二= 0

,

乙
:
二二 N

为解算方便
,

对坐标系进行平移
.

将原直角坐

标系中坐标转换至。以 {举
,

擎
,

擎
一 ,

{ 了丫 了丫 了丫

为原点的新坐 标系 中
,

新 坐 标系 中离 散点坐 标以

( x
’ ,

了
, z `

)表示
,

如图 2 所示
.

前面我们已得到一个约束条件
,

即拟合平面必

定通过离散点的几何中心
.

同样
,

拟合平面也必定

通过几何中心在新坐标系 中的坐标 ( 0
,

O
,

1)
,

新

坐标 系 中
,

拟 合平 面 方 程 变为 A
’
二鑫十 B

`
二二+

c
`

灯十 1 = 0
.

因为新旧 坐标系中的拟合平面为同一

平面
,

故也 可用 ( A
` ,

B
` ,

c
`

)表 示拟 合平面法线

的方向
.

坐标系平移的方程为
:

子午圈

平行 圈

参考椭球面

图 2 直角坐标系平移

在 。
`
一 x 丫

z ’

坐标系中
,

方程组 ( 2) 依然成立
,

将 x’
,

犷
,

z’ 表达式代入方 程组
,

并依 次将它展

开
:

十

导导导一一一xnyn介一一一一一一介头zn

!
!
咬

l
es

}
艺 ( ,

拭 )
·

A
’
一

习 x( 属 )
·

B
` 一

习 x( 从 )
·

A叹 +

名 x( 从 )
·

B
` 2 十

习 x( 尸一

犷 )
·

A万
二 o

卜 N 一

习 x( 尸一 二

尸 )」
·

A
`
一

习 x( 抄二)
·

B
`
一

名 x( 加二)
·

A
’ 2 一

习 (大杯 )
·

A ,B
’

+

习
x旅二一 。

一

习 (二从 )
·

A
’

+ 卜 N 一

艺 (式
2 一 式

, ) 〕
·

B’ 一

习 ( ,扮二)
·

B’ , 一

艺 x( 加二)
·

A
’

B
’

+

艺
,耘二二 0

这是一个线性相关的二元二次方程组
,

将上述

3 个方程两两相减
,

先后消去 A
’

B
’

项和 B
` 2
项

,

最

后得到 只含 B
’ ,

A
`

和 A
’ “ 项的方程式

([ 习
x
从 ) 2

·

习 (式;)z
一

艺 (x 从 )
·

艺 ( ,
拭 )

·

(N
十

习 (才
一
寸 ) ) 一 (艺

,
拭 ) ,

·

习 ( x
属 ) ]

·

B
`

十 ([ 习
二
属 ) ’

·

习 x( 从 ) 一 (习式;)z
“

·

习 x( 从 ) 一 习 x( 从 )
·

习以式 )
·

习 ;x(
2 一

犷 )」
·

A Z

+ [习 ( x
从 )

·

习 (二属 )
·

N(
十

艺 ( x尸一
扩 ) ) 一 (习

x
从 )2

·

习 ( ,
拭 ) 一 (习

,
拭 ) 3

一

习以 ;)z
·

艺 ;x(
, 一 ,尸 )

·

(N
十

乙 (二尸一 二

力 ]
·

A’

十 〔艺 ( x
从 )

·

(艺 ,拭 ) 2 一

习 ( x
从 )

·

(习式 ;)z
, +

习 (式 ;)z
·

(习
,
属 )

·

习 ( x尸一

扩 )〕 一 。

如果上式中 B
’

项的系数等于零
,

那么上式便成

为 A
’

的一元二次方程
,

可直接求解 A
’ .

然后
,

将

求出的 A
’

值代入方程组第二个等式
,

解 出 B
` .

当

B
’

项系数不为零时
,

则将 B
’

与 A
` ,

A
` “
关 系式代

入方程组第二式中
,

从而得到一个关于 A
`

的一元

三次 方程
.

而 任何一元 三 次 方 程都 可 以转 化 为

e a r le t o n
方程形式 ( x “ +

担
+ 叮 = o )

,

将 A
’

的一元三

次方程各项系数代入 C ar let on 方程求解公式
,

可求

出 A
`

的 n ( n = 1
,

2
,

3 )个实数解
.

再将得到的 A
`

值带 回 B
’

与 A
’ ,

A
’ “
的关系式

,

从而得到 B
’

的值
.

考虑到计算机 的计算误差
,

经 过上述 步骤得 到 的

A
’ ,

B
’

只是 近似值
.

因此 我们以 A
’ ,

B’ 为初值
,

采用 N e w ot n
迭代法先后进行迭代

,

最后得到 了满

足精度 要求的 A
’ ,

B
`

值
.

如果此 时 A
’ ,

B
`

不惟
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一
,

我 们 只需 将 A
’ ,

B’ 代 入 乙武
2 ,

求 出 使

艺闰撮小的一组 A
’ ,

B
`

值
,

这即所求值
.

至此
,

我们已求得拟合平面法 线的方 向 ( A
` ,

B
’ ,

一 1 )
,

因为垂 线偏 差的两个 分量分 别指 向东西和 南北方

向
,

故还需将 A
’ ,

B
`

值按以下公式换算到这两 个

方向上
.

法
” ,

由 1’ x l
`

网格的测高大地水准面高仿真观测值

作为输入值
,

解算得到研究区域 5’ 火 5’ 网格的垂线

偏差值共 4 3 8 2 9 个
,

结果统计如表 1 所示
.

表 1 拟合平面法计算的垂线偏差结果统计

统计项 东西分量

数据个数

最小值 (弧秒 )

最大值 (弧秒 )

平均值 (弧秒 )

标准差 (弧秒 )

4 3 82 9

一 4 1 6 0 9 0

6 5 6 9 1 5

一 6
,

7 5 3 6

5 0 8 7 0

、、卫尹、 !
尹

, = 一 2 0 6 2 6 5
` a r e t a n ( A

`

宁 = 一 2 0 6 2 6 5
关 a r e t a n ( B

`

单位为弧秒
.

南北分量

4 3 8 2 9

2 8
.

8 10 8

4 3
.

9 9 59

3
.

9 5 3 9

4
.

4 7 32

2 仿真计算结果分析与比较

作为检验本文方法的一个手段
,

采用仿真数据

进行分 析比较
.

在此
,

使用展开到 3 6 0 0 阶次的局

部重力位模型 IG G
一

s c印 0 A 10t ]计 算出研究 区域 (中

国南海及邻近海域 0 一 2 5
’

N
,

1 0 5 一 z 2 2
O

E ) 了 \ 3
`

网

格的大地水准面高
,

并将其 内插成 1
`

x l
`

网格值共

10 9 19 1 3 个数据
,

作 为测高大地水准面高仿真观测

值 ; 使用该模型计算 5’ 只 5’ 网格的东西
、

南北方 向

上的垂 线偏 差分 量分 别 为 4 3 8 2 9 个值
,

作为 标准

值
,

将被用于检验计算的垂线偏差值
.

利用本 文介绍的
“

大地 水准 面密合平面拟 合

为了验证结果 的准确性
,

将 5
’
又 5

’

的纵横网格

线分别作为升
、

降弧轨迹
,

其相应 的网格点作为轨

迹交叠点
,

输入量为沿
“

升
、

降弧轨迹
”

的 1
’

网格

的测高大地水准面高仿真观测值
.

根据大地水准面

差分法和 w at t s
的升降弧矢量积方法 〔” 〕分别计算了

该区域 的
“

轨迹交叠点
”

的 5
’
只 5

`

网格垂线偏差值
,

其中
,

差分法是 用相 邻 网格点上 的值进 行差 分计

算 ; 矢量积法是将 5
’

x s
’

的纵横网格线分别作为升
、

降弧轨迹
,

拟合出切于 5
`

网格点的两条相交直线
,

求这两条直线的矢量积
.

将结果与密合平面拟合法

进行 比较
,

其中剔除了垂线偏差东西
、

南北分量相

互 间差值超过 3’’ 的点
.

表 2 列出比较的统计结果 ( 5
’

又 5
’

)
.

表 2 由不同方法计算垂线偏差的比较统计结果 (单位
:
弧秒 )

模型值
一

拟合法

7 右

模型值
一

差分法 模型值
一

矢量积法

甲 泞 V 右

矢量积法
一

拟合法 差分法
一

拟合法

甲 右 刃 穿

> 士 3
”

最大值

最小值

平均值

标准差

中误差

3
.

0 2 %

2
.

9 97

2
.

0 8 %

2
.

9 9 7

一 3
.

0 0 0
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由表 2 所列的比较统计结果可看到
:
在整个研

究区域内
,

采用本文介绍的
“

大地水准面密合平面

拟合法
”

(表 2 中简称拟合法 )计算的垂线偏差东西

分量 的 中误 差 为 士 0
.

8 9’’
,

南 北 分 量 的 中误 差 为

士 0
.

84
“

; 差分法计算的垂线偏差东西分量的中误差

为 士 0
.

8 6’’
,

南北分量的中误差为 士 0
.

94
“

; 矢量 积

法计算的垂线偏差东西分量的中误差为 士 0
.

8 6’’
,

南

北分量的中误差为 士 0
.

8 2’’
.

从比较的数值上看 3 种

方法计算垂线偏差的精度当属同一量级约为 土 0
.

9’’
,

也就是说由本文方法计算的垂线偏差的精度与差分

法
、

升降弧矢量积法计算垂线偏差的精度相当
,

而

偏差大于 3’’ 的百分 比也基本相同
,

这表 明本文提 出

的方法是可行的
.

图 3
,

图 4 分别给出了
“

大地水

准面密合平面拟合法
”

计算的垂线偏差东西和南北

分量 的误差 分布
,

由图示 可看到
,

误差 呈离散分

布
.

图 5 则给 出了误差分布的直方图
,

误差集中分

布在 一 1
.

5’’ 一 1
.

5’’ 之间
,

符合误差分布规律
,

从另

一角度验证本文方法以及计算过程的正确性
.
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图 3 模型值与密合平面拟合法比较东西

分 t 的误差分布 (单位
:
弧秒 )

图 4 模型值与密合平面拟合法比较南北

分量的误差分布 (单位
:
弧秒 )
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图 5 仿真垂线偏差与计算垂线偏差的差值分布直方图

( a) 为东西方向
,

( b) 为南北方向

3 结论与讨论

近 10 年来由于各代卫星测高资料 的大量积累
,

为地球物理学
,

大地测量学和海洋学的应用提供 了

丰富的资料
.

而海洋区域的垂线偏差作为许多应用

的基础数据
,

正受到越来越多的重视
.

根据仿真数

据
,

在研究区域使用本文介绍的大地水准面密合平

面拟合法求得的网格垂线偏差值
,

能真实地反映该

区域的垂线偏差 (仿真 )分布状况
.

通过与其他方法

得到的垂线偏差值的 比较
,

表明了本文方法的可行

性
.

由于在原始测高数据中
,

测高卫星的地面重复

轨迹不完全重合
,

在地面重复轨迹中每个卫星的地

面轨迹相对于其平均轨迹有一定的飘移
.

因此
,

实

际上每个测高卫星提供的测高数据为离散的带状分

布
,

当采用多颗卫星测高数据时
,

在所有卫星平均

轨迹附近一定范围内
,

数据点将呈离散分布
,

其数

量比由各种测高卫星形成的轨迹交叠点多得多
,

且

分布更广
.

而本文介绍的密合平面拟合法
,

不需要

为了形成线状轨迹对数据进行叠加处理
,

可直接利
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用离散点数据进行计算
,

理论上可以利用选定的网

格方块的滑移来计算任意离散点的垂线偏差值
,

不

仅可以求得交叠点的垂线偏差值
,

而且可以计算轨

迹交叠点以外的沿卫星轨迹带的垂 线偏差值
.

由于

本方法解算不再局限于轨迹交叠点
,

因而
,

可用来

推求更高分辨率的垂线偏差
,

继而解算具有更高分

辨率的重力异常值
.
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